Uber die Theorie der Eishildung.

Von J. Stefan in Wien.

Das Wasser einer ausgedehnten, tiefen Meeresbucht oder
eines Sees sei gleichférmig auf die Temperatur seines Gefrier-
punktes abgekiihlt. Sinkt die Temperatur der Luft iiber dem
‘Wasser unter diesen Punkt, so beginnt an der Oberfliche des
Wassers die Eisbildung und diese schreitet, wenn die Kilte
anhilt, nach unten fort, die Eisschichte wird mit der Zeit immer
dicker. Das Problem, um welches es sich hier handelt, ist die Be-
stimmung der Dicke des Eises und der Temperaturvertheilung
im Eise fiir eine beliebige Zeit, wenn der Gang der Temperatur
an der Oberfliche gegeben ist.

Fiir die Bewegung der Wirme im Eise kann man die
Fourier’sche Gleichung fiir die lineare Kortpflanzung der
Wirme

du d*u

g =k (1)
als giltig’ annehmen. » bedeutet die Temperatur einer Schichte,
welche in der Tiefe = unter der Oberfliche des Eises sich be-
findet, zur Zeit #; /& ist der Coefficient der Temperaturleitung
des Fises = dem Wirmeleitungsvermsgen X, dividiert durch die
specifische Wiarme der Volumseinheit des Eises = ¢ o, wenne
dessen specifische Wiarme, o das specifische Gewicht desselben
bedeuten. :

Fiir die Oberfliche, d. 1. fiir »=0 ist « als Function von
t etwa w = f () gegeben. An der unteren Grenzebene des Eises
ist v =0, wenn der Gefrierpunkt des Wassers als Nullpunkt
der Thermometerscala angenommen wird. Die Lage dieser unteren
Grenzebene ist ebenfalls eine Function der Zeit, deren Bestimmung
den wesentlichen Theil der Aufgabe bildet. Es sei % die Abscisse
dieser Ebene zur Zeit ¢, dh der Zuwachs, welchen 72 in der
Zeit dt erfihrt. Die Bildung der Eisschicht von der Dicke da
hat das Freiwerden einer Wirmemenge As Jh zur Folge, 4 be-
deutet die latente Wirme des Wassers. Diese in der Zeit dt
frei werdende Wirme muss in derselben Zeit durch das Kis
nach oben geleitet werden. Ks besteht also fiir @ — % die Be-
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dingung
o dh = K™ at
dx
oder, da K — kc¢o ist, die Gleichung

dh ke (du ’
a=5.. @)

Diese Gleichung kann man noch in eine andere Form
bringen. Hat man « als Function von « und ¢ dargestellt, so
muss « = O werden, wenn man in seinem Ausdrucke = = % setzt.
Dies gilt fiir jeden beliebigen Wert der Zeit ¢. Es muss also
auch das totale Differential von » nach ¢ der Null gleich sein,

d. h. es ist
du du dh
ﬁ+&ﬁ¢§_0

Eliminiert man gf aus dieser und aus der Gleichung (2), so folgt

du ke (du)*
i+, =0 @)

Das Problem der EKisbildung unterscheidet sich von den
anderen Problemen, welche bisher in der Theorie der Wirme-
leitung behandelt worden sind, dadurch, dass die Differential-
gleichung (1) nicht fiir ein gegebenes Gebiet der Variablen «
gilt, sondern das Gebiet ihrer Giltigkeit mit der Zeit von Null
an wichst und das Gesetz dieses Wachsthums aus der Gleichung
(1) selbst und den iibrigen Bedingungen gefunden werden muss.
Von diesen Bedingungen ist die durch die Gleichung (3) aus-
gedriickte nicht linear, wihrend die Grenzbedingungen bei den
bekannten Problemen in derselben Weise wie die Gleichung (1)
in linearen Relationen bestehen.

Fiir zwei besondere Fille kann ich die vollstindigen
Lisungen des Problems angeben. Der erste Fall ist der, in
welchem die Temperatur an der Oberfliche von ¢ = 0 an den
unverinderlichen Wert — a beibehilt. Der Gleichung (1) und
den iibrigen Bedingungen kann man durch die Formel

u=A e~ ?dz (4)

in welcher 4 und ¢ zwel Constante bedeufen, geniigen. Setzt
man x = (), so nimm{ » einen constanten Wert an. Soll dieser
— — a werden, so hat man 4 so zu wihlen, dass

——a:A[z"”dz (5)

wird.



Uber die Theorie der Eisbildung. 3

u wird = 0, wenn man — ~— = @ annimmt; es gibt also
2V ke
h = 2« Vl?t (6)

das Gesetz an, nach welchem die Eisdicke wiichst. Das Quadrat
derselben nimmt mit der Zeit gleichférmig zu. Die noch unbe-

stimmte Constante o folgt aus der Gleichung (3). Bildet man

d 7% . . . -
aus (4) sz und (d%:’ setzt in diesen Ausdriicken  — % = 2¢ V't

und fithrt dieselben in die Gleichung (8) ein, so erhdlt man

—r @ ke — 9gt 1 .
A e :2‘1 + 7;— A2 e 2 Z]ﬁ? == 0
oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (5)
2 ’ 2 ac
ae“j;_zdz:ﬂ )

Diese Gleichung dient zur Bestimmung von c.
Die zweite einfache Losung des Problems gibt der Ausdruck.

u:%(e“‘“’”””——l) 8)

in welchem 4, @ und m constante Grofen bedeuten. Damit dieser
Ausdruck ein Integral der Gtleichung (1) darstellt, muss
a = km?
gewidhlt werden.
Der Nullwert von » ist durch a¢— mx = () bestimmt, es
wichst also die Dicke des Eises
5 — at
m
gleichformig mit der Zeit. Die Gleichung (3) fordert noch weiter
eine Beziehung zwischen 4 und a. Sie gibt
keem? A2 cA?
A== 77 ==
oder ¢ = — 4;5
Fine allgemeine Auflssung der Gleichung (1) bietet die
Rethe

x? ., zt i ’ z ’
u=ftof gl et e P+ S B T P (9)

Darin bedeuten fund F zwei beliebige Functionen von ¢, £/, 7/, ...
F, F”,...ihre Ableitungen nach ¢, Dieses Integral der Gleichung
(1) hat die Eigenschaft, dass es fiir # = 0 in f iibergeht, es
geniigt also der ersten Bedingung, wenn man f der vorge-
schriebenen Function gleich nimmt.

Setzt man in (9) fiir # die erst zu bestimmende Function £,
50 soll « = 0 werden. Man hat somit

- h? ’ L 7
O=Ft gz f + ot hF by Fgo (10)
1*
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Es muss aber w fiir # = % auch noch der zweiten Bedingung,
welche durch die Gleichung (2) oder (3) ausgedriickt ist, geniigen.
In der ersteren Form lautet diese Bedingung

}uh’ 1
f+3yk2f + . ka (11)

Die Glelchungen (10) und (11) dienen zur Bestimmung der
Fuanctionen & und #. Soll zuerst % bestimmt werden, so handelt
es sich darum, aus den Gleichungen (10) und (11) die Function F
und ihre Ableitungen zu eliminieren. Wenn die Function f nur
langsam mit der Zeit sich #ndert, so kann man die Reihe (9)
auf wenige Glieder beschrinken und eine geniherte Bestimmung
von h leicht ausfiihren. Dies habe ich in der Abhandlung: ,Uber
die Theorie der Kishildung, insbesondere iiber die Eisbildung
im Polarmeere® gethan. Diese Abhandlung ist vornehmlich der
Berechnung der Messungen gewidmet, welche an verschiedenen
Stationen des Polarmeeres iiber das Wachsen des Eises wéhrend
des Winters ausgefiihrt worden sind.

Die Oberfliche des Kises ist in den vorhergehenden Ent-
wicklungen als eine fixe Ebene betrachtet worden. Da das Kis
ein groferes Volumen einnimmt, als das Wasser, aus welchem
es sich gebildet hat, so muss, wenn die Oberfliche des Eises eine
unverdnderliche Lage behalten soll, unter dem Eise Wasser ver-
dringt werden. Kann das Wasser nicht ausweichen, so wird das
Eis gehoten, die Lage seiner Oberfliche ist dann von der Zeit
abhingig. Diese Bewegung des Eises hat auf den Gang der
Wirme in demselben keinen Einfluss. In der Gleichung (1) wie
in den folgenden ist unter « die Entfernung eines Punktes von
der beweglichen Oberfliche des Eises zu verstehen. Will man
die Formeln auf eine fixe Anfangsebene der Abscissen, z. B. auf
die wrspriingliche Oberfliche des Wassers beziehen, so hat man
in denselben @ durch x, + ¢ &, zu ersetzen, wenn =, die Abscisse
eines Punktes, 2, die Abscisse der unteren Grenzfliche des Kises
von der fixen Anfangsebene an gerechnet und ¢4, die Xrhebung
des Eises iiber diese Ebene bedeuten. Wenn das Wasser weder
nach unten noch nach den Seiten entweichen und das Kis auch
in letzteren Richtungen nicht sich ausdehnen kann, dann besteht
zwischen der Dicke 4 des Eises und %, die Beziehung /£: /4, =
= 1:0, wenn das specifische Gewicht des Wassers = 1 gesetzt
wird. Zugleich ist 4 =4, + A, ¢, also ¢ durch die Gleichung

1
1 &= o
bestimmt.

‘Werden «, und ¢ als die Variablen betrachtet, von welchen «
abhiingig ist, so hat die Differentialgleichung fiir die Bewegung
der Wérme nicht mehr die Form der Gleichung (1), sondern sie
ist, wie man leicht findet
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duw dhldu d*u

L O R

Es ergibt sich daraus folgende Bemerkung: Ist u = ¢ (z,¢) ein
Integral der Gleichung

du __ p d*u

it~ “aa

s0 ist w = @ (x + W, t) ein Integral der Gleichung
du _dy du dru

dt — dt d= dx?
wenn 1 eine nur von ¢ abhingige Grofe ist.

Auch die Bedingungsgleichung (2) erfihrt eine Anderung.
Sie ist durch

dh,
K dTi =1
zu ersetzen.

Die Einfiihrung einer fixen Anfangsebene kommt zur An-
wendung, wenn man das Eisproblem in dem Sinne verallge-
meinert, dass man die anfingliche Temperatur des Wassers nicht
dem Gefrierpunkte, also nicht = 0, sondern davon verschieden
annimmt. Dieser Fall kommt vor, wenn es sich um die Eis-
bildung auf einem Siiwassersee handelt. Das Wasser desselben
hat seine grofite Dichtigkeit bei einer Temperatur, welche 4°C.
iiber dem Gefrierpunkte liegt. Diese Temperatur ist diejenige,
welche bel successiver Abkiithlung des Wassers von oben in
gleichformiger Vertheilung sich herstellen kann. Wird die Ober-
Hliche dieses Wassers zur Zeit ¢t = 0 unter den Gefrierpunkt
gesetzt, so beginnt die Kisbildung, deren Fortgang nicht bloB
die Abfuhr der latenten, sondern auch noch der aus dem Wasser
zum Eise zugeleiteten Wirme erheischt. Zu der Aufgabe, die
Dicke des gebildeten Kises und die Vertheilung der Temperatur
in demselben fiir die Zeit ¢ anzugeben, kommt jetzt noch die
zweite, die Temperaturvertheilnng im Wasser zu bestimmen, hinzu.

Fiir die Wirmebewegung hat man zwei Differential-
gleichungen, eine fiir das Eis- und eine fiir das Wassergebiet.
‘Wird das Wasser als rubend, das Eis demnach als bewegt vor-
ausgesetzt, so ist die Gleichung fiir das Hisgebiet

du ah du a2

A TR L
worin mit Weglassung des vorhin gebrauchten Index » die von
der festen Anfangsebene, der urspriinglichen Oberfliche des
‘Wassers, gezihlte Abscisse, £ die Abscisse der unteren Grenz-
fliche des Eises bedeuten soll. Fiir das Wassergebiet besteht
die einfache Gleichung

dw X d?u’
dt " da?
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und sollen in dieser, wie auch in den folgenden Gleichungen
die mit Strichen versehenen Buchstaben dieselbe Bedeutung fiir
das Wasser haben, welche die gleichen Buchstaben ohne Strich
fiir das Eis besitzen.

An Bedingungen sind gegeben: » = f(¢) fiir die Oberfliche
des Kises also fiir x = — ¢4, fiir die untere Grenzfliche des
Eises, also fiir «x = & ist w = 0. Daselbst, also ebenfalls fiir
x =h ist auch »" = 0. Awuflerdem besteht fiir « = % noch die
weitere Bedingung

K=K
Endlich ist noch fiir ¢ =0 «’ gegeben, und zwar fiir alle positiven
Werte von «, wenn man die Tiefe des Wassers unendlich grof
annimmt.

Die Auflosungen dieser Gleichungen sind sehr einfach fiir
den Fall, dass die Temperatur an der Oberfliche des Fises und
die dnfanrJhehe Temperatur des Wassers als constant angenommen
werden, so dass man etwa v = —a fiir z = —¢hund v = o’
fiir ¢ =0 gegeben hat. Durch die Ausdriicke

x
a(l + ¢ 2V it
u=2A4d|e—*dz, u’:/l’ﬂa*zz(lz
ek «
oV kt

kann man allen Bedingungen geniigen, wenn man noch
h=2aVkt = 2 V¥
setzt, zwischen den Constanten ¢ und ¢ also die Relation

alVir =V
annimmt,

Das Problem der Eisbildung kann mehrfach erweitert und
auch in das Problem des Eisschmelzens umgekehrt werden. Einige
derartige Aufgaben habe ich in der Abhandlung: ,Uber einige
Probleme der Theorie der Wéarmeleitung“ behandelt. Diese
Probleme bilden zugleich die Paradigmen fiir die Behandlung
verschiedener Vorgéinge des Wachsthums. Die Berechnung einer
besonderen Art von Diffusionserscheinungen, welche ich in der
Abhandlung : , Uber die Diffusion von Siuren und Basen gegen
einander® beschrieben habe, gibt dafiir ein Beispiel. Die hier
angefiihrten Abhandlungen sind im 98. Bande, Abth. ITa der
Sitzungsberichte der ‘Wiener Akad. d. Wissensch. enthalten.



