
Ober die Theorie der Eisbildung. 
Von J. Stefan i n  Wien .  

Das Wasser einer ausgedehnten, tiefen Meeresbucht oder 
eines Sees sei gleichfSrmig auf die Temperatur seines Gefrier- 
punktes abgekfihlt. Sinkt die Temperatur der Luft  fiber dem 
Wasser unter diesen Punkt,  so beginnt an der Oberfl~che des 
Wassers die Eisbildung und diese schreitet, wenn die X~lte 
anh~lt, nach unten fort, die Eisschiehte wird mit der Zeit immer 
dicker. Das Problem, um welches es sieh hier handelt, ist die Be- 
stimmung der Dicke des Eises und der Temperaturvertheilung 
im Else ffir eine beliebige Zeit, wenn der Gang der Temperatur 
an der Oberfl~che gegeben ist. 

Fiir d~e Bewegung der ~75rme im Eise kann man die 
F o u r i e r~sehe Gleichung ftir die lineare Fortpflanzung der 
~r 

d u  ~ d ~  

d~ = i~ ~:~ (1) 

als gilt ig annehmen, u bedeutet die Temperatur einer Schichte, 
welche in der Tiefe x unter der Oberflgche des Eises sieh be- 
finder, zur Zeit t; /~ ist der Coefficient tier Temperaturleitung 
des Eises = dem W~irmeleitungsvermSgen K, dividiert dureh die 
speeifisehe W~rme der Vohmseinheit des Eises = c a, wenn c 
dessen speeifisehe Wgrme, (5 das speeifisehe Gewieht desselben 
bedeuten. 

Ffir die Oberflgche, d. i. fiir x = 0 ist ~ als Function yon 
t etwa u = f ( t )  gegeben. An der unteren Grenzebene des Eises 
ist n = 0, wenn der Gefrierpunkt des Wassers als Nullpunkt 
der Thermometerseala angenommen wird. Die Lage dieser unteren 
Grenzebene ist ebenfalls eine Function der Zeit, deren Bestimmung 
den wesentliehen Theil der Aufgabe bildet. Es sei h die Abscisse 
dieser Ebene zur Zeit t, d/~ tier Zuwaehs, welehen ]t in tier 
Zeit dt erf~hrt. Die Bildung tier Eissehieht yon der Dieke dh 
hat das Freiwerden einer W~rmemenge ;~ dh zur Folge, ~ be- 
deutet die ]atente WSrme des Wassers. Diese in der Zeit dt 
frei werdende Warme muss in derselben Zeit durch das Eis 
nach oben geleitet werden. Es besteht also ffir x ~ ]~ die Be- 

/~Ionatsh. f. 5[athematik u. Physik.  I, Jahrg. ,  1. Heft. ]. 
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dingung 
r ~  d'tt 

Za dh = l~ ~ dt  

oder, da K = k e a ist, die Gleichung 

d t  - ,~ x ---- h 

])iese Gleichung kann man noch in eine andere Form 
bringen, Ha t  man u uls Function yon x and t dargestellt, so 
muss u = 0 warden, wenn man in seinem Ausdrucke x = h setzt. 
Dies gi l t  fiir jeden beliebigen W a r t  der Zeit  t. Es muss also 
auch das totale Differential yon u nach t der Null gleich sein, 
d. h. es ist 

~-ii + \ d x J /  d i  = 0 

d h  
Eliminiert  m~n ~- aus dieser and eus der Gleichung (2), so folgt 

d t  -~- \ d x J l ~  - ~  0, (3)  

])as Problem der Eisbildung unterseheidet sieh v0n den 
anderen Problemen, welche bisher in der Theorie tier W~rme- 
leitung behandelt worden sind, dadurch, dass die ])ifferential- 
gleichung (l) night fiir ein gegebenes Gebiet der Variablen x 
gilt, sondern das Gebiet ihrer G i l t igkeit  mit der Zeit  yon Null  
~n w~chst und dus Gesetz dieses ~Tachsthums aus der Gleichung 
(1) selbst and den iibrigen Bedingungen gefunden werden muss. 
Von diesen Bedingungen ist die durch die Gleiehung (3) aus- 
gedriiekte nicht linear, w~hrend die Grenzbedingungen bei den 
bekannten Problcmen in derselben Weise wie die Gleiehnng (1) 
in linearen Relationen bestehen. 

Fiir  zwei besondere F~lle kann ieh die vollst~ndlgen 
LSsungen des Problems angeben. Der erste Fa l l  ist der, in 
welchem die Temperatur an der 0berfl~che yon t = 0 an den 
unverSnderlichen W a r t  - - a  beibeh~lt. ])er Gleichung (1) und 
den iibrigen Bedingungen kann man durch die Formel 

F "  (z  

u = A. ] e -  ~ d z 
1 

(4) 
L ~  

2V lct 

in we]cher A and c~ zwei Constante bedeuten, geniigen. Setzt 
man x = 0, so nimmt u einen constanten Wart  an. Soll dieser 
- - - - - a  warden, so hat  man A so zu w~hlen, d~ss 

cr 
f ~  

- -  a = A l e -  ~ d z  (5) 
wird. 
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x 
u wird = 0, wenn man 2 V - - ~ ' t -  a annimmt;  es gibt  also 

/~ = 2 ~  l /zTt  (6) 
das Gesetz an, nach welchem die Eisdicke w~chst. Das Quadrat  
derselben nimmt mit der Zeit gleichfSrmig zu. Die noch unbe- 
stimmte Constante a folgt aus der Gleichung (3). Bildet man 

du du 
aus  (4) ~- nnd d.~' setzt in diesen Ausdriicken x = h --  2a V ~ t  

und fiihrt dieselben in die Gleichung (3) ein, so erh~lt man 
/ ~c  ~ 2 ~ 1 

oder mit Beriicksichtigung der Gleichnng (5) 

a e - ~ d z  = 2~ (7) 
~ o  

Diese Gleiehung client zur Bestimmung yon ct. 
Die zweite einfache L6sung des Problems gibt der Ausdruck. 

A ( ,  o, . . . . .  1) ( s )  

in welchem A,  a und m constante GrS~en bedeuten. Damit  dieser 
Ausdruck ein Integral  der Gleichung (1) darstellt, muss 

a - - -  ] ~ m  2 

gew~hlt werden. 
Der Nullwert  von u ist  durch a t -  m x =  0 bestimmt, es 

w~chst also die Dicke des Eises 
a t  

gleiehfSrmig mit  der Zeit. Die Gleiehung (3) s noch welter 
eine Beziehung zwischen A und a. Sie gibt 

A ~ l~ c m ~ A 2 _ _  c A 2 
, ~ a  ~ - -  ~ a  

Ac 
oder a --  . . . .  

Eine allgemeine AuflSsung der Gleichnng (1) bietet die 
Reihe 

x ~ , x 4 "* . .  x 8 ~ t  X ~ / W ~  . . .  

= f +  ~ f  + ~ . , ~ f  + . + x F + ~ + 5.,~ + (9) 

Darin bedeuten f u n d  F zwei beliebige Functionen yon t, f ' ,  f " , . . .  
F',  F " , . . .  ihre Ableitnngen nach t. Dieses Integral  der Gleichung 
(1) hat  die Eigenschaft ,  dass es ~iir x ~ 0 in f i ibergeht,  es 
geniigt also der ersten Bedingung,  wenn man f d e r  vorge- 
schriebenen Function gleich nlmmt. 

Setzt man in (9) fiir x die erst zu bestimmende Funct ion It, 
so soll ~ ~ 0 werden. Man hat somit 

0 : f + 2 ! k .  . + . . + h F + f f f ~ l " +  . . . .  (10) 

1" 
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Es muss aber u ffir x = h aueh noch der zweiten Bedingung, 
welche dureh die Gleiehung (2) oder (3) ausgedriickt ist, geniigen. 
In der ersteren Form lautet diese Bedingung 

~s = T f  + 3 ~ _ ~  + -4- F + 2 ~  Y '  + . . .  (11) 

Die Gleichungen ( I0)und (11) dienen zur Bestimmung der 
Funetionen h und 2". Soll zuerst h bestimmt werden, so handelt 
es sieh darum, aus den Gleiehungen (10) und (11) die Function F 
und ihre Ableitungen zu eliminieren. Wenn die Function .f nut 
langsam m i t d e r  Zeit sieh ~indert, so kann man die Reihe (9) 
auf wenige Glieder besehr~nkeu und eine gengherte Bestimmung 
yon h leicht ansfiihren. Dies habe ieh in tier Abhandlung: ,,Uber 
die Theorie der Eisbildung, insbesondere fiber die Eisbildung 
im Polarmeere" gethan. Diese Abhandlung ist vornehmlieh der 
Berechnung der Messungen gewidmet, welehe an versehiedenen 
Stationen des Polarmeeres tiber das Waehsen des Eises wghrend 
des Winters ausgefiihrt worden sin& 

Die Oberfl~ehe des Eises ist in den vorhergehenden Ent- 
wieklungen als eine fixe Ebene betraehtet worden. Da das Eis 
ein grSgeres Volmnen einnimmt, als das Wasser, aus welchem 
es sieh gebildet hat, so muss, wenn die Oberflgehe des Eises eine 
nnver~nderliehe Lage behalten soll, unter dem Eise Wasser ver- 
dr~ngt werden. Kann das Wasser nieht ausweiehen, so wird das 
Eis geho~en, die Lage seiner Oberfl~ehe ist dann yon der Zeit 
abh:~ingig. Diese Bewegung des Eises hat auf den Gang der 
Wgrme in demselben keinen Einfluss. In der Gleiehung (1) wie 
in den folgenden ist unter x die Entfernung eines Punktes yon 
tier bewegliehen Oberfl~ehe des Eises zu verstehen. Will  man 
die Formeln auf eine fixe Anfangsebene der Abseissen z .B .  auf 
die urspriingliehe Oberfl~ehe des Wassers beziehen, so hat, man 
in denselben x dureh x~ + e h~ zu ersetzen, wenn x~ die Abseisse 
eines Punktes, hi die Abseisse der unteren Grenzflgehe des Eises 
yon der fixen Anfangsebene an gereehnet und e h~ die Erhebnng 
des Eises tiber diese Ebene bedeuten. Wenn das Wasser weder 
naeh unten noch naeh den Seiten entweiehen und das Eis aueh 
in ]etzteren Riehtungen nieht sieh ausdehnen kann, dann besteht 
zwisehen der Dicke h des Eises und h~ die Beziehung h:h~ = 
= I : ~, wenn das specifisehe Gewieht des Wassers - -  1 gesetzt 
wird. Zugleieh ist h ----/h + h~ e, also e dureh die Gleiehung 

1 I q- ~:= (5 

bestimmt. 
~rerden x~ und t, als die Variablen betraehtet, yon weleheu ~, 

M~h~ngig ~st, so hat die Diffcrentialg]eiehnng fiir die Bewegung 
der W:~rme nieht mebr die Form der Gleichung (1), sondern sie 
ist, wie man leieht finder 
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d u  dh~  d u  d ~ u  

d t  - - ~  d t  d x ~  -]- ]r d x ~  '~-" 

Es ergibt sieh daraus folgende Bemerkung: Ist  u--= ~f (x, t) ein 
Integral der Gleiehung 

d u  . d ~ u  

so ist u --  ~ (x + ~, t) ein Integral der Gleiehung 

d t  - -  d t  d x  -4- .~ d x  ~ 

wenn ~p eine nur yon t abh~ngige GrS~e ist. 
Auch die Bedingungsgleiehung (2) er$ihrt eine J~nderung. 

Sie ist dureh 
K d ~  = ~ dh~ 

d x  I d t  

zu ersetzen. 
Die Einfiihrung einer fixen Anfangsebene kommt zur An- 

wendung, wenn man das Eisproblem iz~ dem Sinne verallge- 
meinert, dass man die anf~ngliche Temperatur des Wassers nicht 
dem Gefrierpunkte, also n i c h t - - 0 ,  sondern davon versehieden 
annimmt. Dieser Fall kommt vor, wenn es sieh um die Eis- 
bildung auf einem Siil~wassersee handelt. Das Wasser desselben 
hat seine grSltte Diehtigkeit bei einer Temperatur, welehe 4oC. 
fiber dem Ges liegt. Diese Temperatur ist diejenige, 
welehe bei sueeessiver Abkiihlung des Wassers -:on oben in 
gleichfSrmiger Yertheihng sieh herstellen kann. Wird die Ober- 
it~iehe dieses Wassers zur Zoit t = 0 unter den Gefrierpunkt 
gesetzt, so beginnt die Eisbildung, deren Fortgang nieht blo~ 
die Abfuhr der ]atenten, sondern aueh noeh der aus dem Wasser 
zum Else zugeleiteten ~V~rme erheischt. Zu der Aufgabe, die 
Dieke des gebi]deten Eises und die Vertheilung der Temperatur 
in demselben fiir die Zeit t anzugeben, kommt jetzt noeh die 
zweite, die Temperaturvertheilnng im Wasser zu bestimmen, hinzu. 

Fiir die W~rmebewegung hat man zwei Differential- 
g]eiehungen, eine fiir das Eis- und elne fiir das Wassergebiet. 
Wird das Wasser als ruhend, das Eis demnach als bewegt vor- 
ausgesetzt, so ist die Gleiehung fiir das Eisgebiet 

d u  d h  d u  d 2 x  

worin mit Weglassung des vorhin gebrauchten Index x die yon 
der s Anfangsebene, der ursprfingliehen Oberfl~ehe des 
Wassers, gezShlte Abseisse, It die Abseisse der unteren Grenz- 
itiiehe des Eises bedeuten soll. Fiir das Wassergebiet besteht 
die einfache Gleichung 

d ~_t' z 7~.' d'~ u' 
d t (1:~ "~ 
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und sollen in dieser, w~e aueh in den fo]genden Gleichungen 
die mlt Striehen versehenen Buehstaben dieselbe Bedeutung far 
das Wasser haben, welehe die gleichen Buehstaben ohne Strich 
fiir das Eis besitzen. 

An Bedingungen sind gegeben: u -=-f(t) far die Oberfl~che 
des Eises also fiir x = - - S  h, far die untere Grenzfl~che des 
i~" Elses. also fiir x = ]~ ist u - - 0 .  Daselbst, also ebenfalls fiir 

x = h ist aueh u ' - - 0 .  Au~erdem besteht far x - - h  noch die 
weitere Bedingung 

d ~ == K' d~' ~ d__h Khxx ~ax + dt 

Endlich ist noeh fiir t = 0 u' gegeben, und zwar fiir alle positiven 
Werte yon x, wenn man die Tiefe des ~Tassers unendlieh grol~ 
annimmt. 

Die AuflSsungen dieser Gleichungen sind sehr einfaeh fiir 
den Fall, dass die Temperatur an der Obertt~iehe des Eises und 
die anfSngliche Temperatur des ~rassers als constant angenommen, 
werden, so dass man etwa u - -  a ffir x - -  e h und u' - -  - -  ~ a 

fiir t - - 0  gegeben hat. Dureh die Ausdriieke 
X 

(L + ~) 2 1/~'~ 

u =  Aj~e-,~dz,  u ' : A ' ~ - , ~ d z  
"Jr x+~h a 

2glut 
kann man allen Bedingungen geniigen, wenn man noeh 

setzt, zwisehen den Constanten a und a' also die Relation 

annimmt. 
Das Problem der Eisbildung kann mehrfaeh erweitert und 

aueh in das Problem des Eissehmelzens umgekehrt werden. Einige 
derartige Aufgaben babe ieh in der Ab]mndlung: ,,Uber einige 
Probleme der Theorie der W~rme]eltung behandelt. Diese 
Probleme bilden zugleieh die Paradigmen far die Behandlung 
verschiedener Vorggnge des Waehsthums. Die Bereehnung einer 
besonderen Art  yon Diffusionserscheinungen, welehe ieh in der 
Abhandlung: ,,[Jber die Diffusion yon S5uren und Basen gegen 
einander" besehrieben babe, gibt dafar ein Beispiel. Die hier 
angefiihrten Abhandhmgen sind im 98. Bande, Abth. II  a der 
Sitzungsberiehte der Wiener Akad. d. Wissenseh. enthalten. 


